A 58-a OLIMPIADA DE MATEMATICA A REPUBLICII MOLDOV A
Chiginau, 28 februarie — 3 martie 2014
Clasa a X-a, prima zi

SOLUTII ALE PROBLEMELOR

10.1. (ro) Rezolvati in & ecuatia 22)(—+2 +x*—8x2 +17=0.
XS +2X+2
2X+2 4 2
10.1. (ru) Pemmre na MHOXeCTBE A ypaBHEHHE — + X" —8x+17=0.
XS +2X+2
Rezolvare. 22>(—+2 +xt-8x2+17=0< x* —-8x* +17= —22)(—+2 . )
XS +2X+2 X +2X+2
2X+2

Consideram functia f :R - R, f(X)=—5—"—+——.

onsideram functia ( ) 21 ox 12
Vom determina E(f) - multimea valorilor functiei f. Fie meR , astfel incit f(x)=m.
f(X)=m < —22X—+2 =m < mé +2(m+1)x+2m+2=0 (2)

X +2X+2

Vom determina multimea valorilor parametrului m, astfel incit ecuatia (2) sa aiba cel putin o solutie.

1) Daca m=0, ecuatia are solutia —1, deci Oe E(f )

2) Fie meR™. Calculim A’ =(m+1f —2m(m+1)=(1+m)1-m).

Ecuatia (2) va avea cel putin o solutie reald daca si numai dacd A'>0 < me [—1;1] = E(f ): [—1;1].
f(X)=—1ex=0,iar f(X)=1lox=-2.

Observam ca X* —8X° +17=(x* —4f +1>1, (V)xeR , iar x* —8x% +17=1<>x=42.

Deoarece membrul sting al ecuatiei (1) are valori mai mari sau egale cu 1, iar membrul drept are valori mai
mici sau egale cu 1, egalitatea cu 1 avind loc doar pentru X =—2, obtinem cd —2 este unica solutie reala a
ecuatiei date. Raspuns: S = {— 2}
10.2. (ro) Aflati toate perechile de numere intregi (X,y) care verifica ecuatia

3xy +(x—yF(x+ y):(x2 - y2)2 .

10.2. (ru) Haiiaure Bce mapsl LEIBIX YUCET (x,y) YIOBIETBOPAIOLINE YPABHEHHE
Ay +(x—yF(x+y)= (xz - yZ)2 .

X=

a+b
o . . |x+y=a, 2’

Rezolvare: Observam ca (O;O) este solutie. Notam C—v—b = a—b
y= y = =

2 2

Ecuatia data ia forma 3 +b%a=a%? < 3a®-3p?+4ab’ =4a%h® .

2
De unde b? =2L ,atunci 3a?>4a’-4a+3 = a?-4a+3<0=acfl23}
4a° —-4a+3 )
{azl, {x=0,
-1 -1,
1) Daci a=1=b’=1= |V 2) Dacid a=2 =2 S pew.
a=1, x=1 11
| b=L1. ly=0.
a=3  [[x=1,
2 b:_li y: ’
3) Daca a=3= b°=1= =

Raspuns: {(0; 0),(0;1),(1,0); (l; 2),(2;1)}



10.3. (ro) Fie O centrul cercului Tnscris intr-un triunghi ABC. Laturile AB si BC sunt tangente la acest cerc in
punctele D si E, respectiv. Fie F punctul de intersectie a dreptelor AO si DE. Demonstrati ca dreptele CF si AF
sunt perpendiculare.

10.3. (ru) B tpeyromsuuke ABC Brmcana okpyxkHocTh ¢ 1eHTpoM O. Ilycte D m E - Toukm kacanus
okpykHocTu co croponamu AB u BC, coorBerctBenHo. Ilycte F — Touka nepecedenus npsmbix AO u DE .
Hoxkaxwure, uto npsmbeie CF u AF - mepneHuKyIsipHBL.

Demonstratie:
Consideram AAOCsi AADF.
Vom demonstra ca ele sunt asemenea.
ABDE este isoscel, deoarece BD si BE sunt
tangente la cerc duse dintr-un punct exterior lui, atunci

m(/BDE)=m(£BED)=90° - % m(£ABC) =

= m(£ADF)=90° +%m(4ABC) . ¢

m(£AOC)=18(F _% m(LBAC)—%m(LBCA)=180° —%(m(ABAC)+ m(£BCA))

=180° —%(1800 = m(LABC))z 90° + % m(<ABC).  (**)

Din (*) si (**) rezulta ci ZADF = ZAOC. Mai avem ZCAO= /FAD.
AAOC i AADF, avind doud unghiuri congruente, sunt asemenea.
_AC N AO _ AD (***)_
AD AF AC AF
Din relatia (* **) si din faptul ca Z/OAD= ZCAF, rezulta ca

AOAD ~ ACAF = m(/AFC)=m(£ADO)=90°.

10.4. (ro) Un triunghi echilateral se divide in 2014 triunghiuri echilaterale mai mici, astfel incit exact 2013
dintre ele sd aibd aria egald cu 1. Sa se afle toate valorile posibile ale ariei triunghiului initial.

10.4 (ru) PaBHOCTOpOHHHMI TpeyroibHUK pazouBaetTcs Ha 2014 MEHBIIMX PAaBHOCTOPOHHUX TPEYrOJbHHUKA,
TakuM 00pa3oM, 4ToObl TouyHO 2013 u3 HUX uMenu Obl miomaap paBHoi 1. HaiiTu Bce BO3MOXHBIE 3HAUCHHUS
IUIOLIA/IM IEPBOHAYAIBHOTO TPEYTOJIbHUKA.

Rezolvare: Fie m raportul dintre lungimea laturii triunghiului dat si lungimea laturii triunghiului
echilateral de arie 1. Fie n raportul dintre lungimea laturii triunghiului de arie diferitd de 1 si lungimea laturii

triunghiului echilateral de arie 1. Evident mneN, m>n>1si A =m?, A, =n?.
m? —n? =2013 < (m—-n\m+n)=61-11-3 <

Are loc relatia

(m+n=2013 [ [(m=1007,
{m— n=1, {n =1006,
m+n=671, m =337,
{m—n =3, {n =334,

< = (2).

m+n =183, m =97,

{m—n =11, {n =386,
m+n==61, m=47,
{m—n:33 {n=14.

Deci A e (477,977 33721007} .

Fie a — lungimea laturii triunghiului echilateral de arie 1.

Vom arata, acum, divizarea triunghiului echilateral
in corespundere cu solutiile totalitatii (1).
Aceasta poate fi efectuata ca in desenul alaturat.

Raspuns: 47°,97% 337° 1007



