Clasa a VII-a, prima zi. Solutii

A 58-a OLIMPIADA DE MATEMATICA A REPUBLICII MOLDOVA
Chisinau, 28 februarie — 3 martie 2014

7.1. Consideram toate numerele naturale cu 2014 cifre. Cite dintre ele au suma cifrelor para?

Solutie:

Consideram urmatoarele 10 numere consecutive de 2014 cifre fiecare:
aiayaz...axs0

aiazaz... axpzl

ay ay az ... 13 2

arazas ... ax13 9,

unde a;, i = 2, 3,... ,2013, este orice cifra, iar a; — orice cifra diferita de 0.

Dintre aceste numere exact 5 au suma cifrelor para.

Daca M; este mutimea cifrelor nenule, atunci a; apartine acestei multimi si card (M) = 9.

Daca M, este multimea tuturor cifrelor, atunci a;, unde , i = 2, 3,... ,2013 , apartine acestei multimi si
card (My) = 10.

Deci, in total conditia problemei este satisfacuta de 9 -10%°12.5 = 45.10%°*2 humere.

Raspuns: 45-10°°*? numere.

7.2. Determinati numarul natural @, pentru care numarul N = (a2 +85)2 —(18a+3)2 este prim.

Soltie:
N =(a® +85f —(18a+3)? este prim daca (a2 +85—18a—3)a® +85+18a+3) este prim=>
|(@—9) +1]-|(a+9)? + 7| este prim daca (a—9) +1=1=>a=9=>N =331 este prim.

7.3. Care poate fi numarul minimal de membri ai cercului de matematica daca se stie cd numarul
fetelor reprezinta mai mult de 43,5 % si mai putin de 43,6% din totalul membrilor acestui cerc?

Solutie:

Fie n numarul de membri, iar m numarul de fete. Atunci
435 87 m 436 109
———=——<—<—=", (1)

1000 200 n 1000 250

unde n este cel mai mic numar natural nenul care satisface relatia (1).

Relatia (1) este echivalenta cu relatia 2% > n > 22 26 > n—2m > 32

& —. (2
m 109 87 m 109

Relatia (2) este echivalenta cu relatia
3g< m <31_3 <:>3<m—3(n—2m):7m—3n<1_3l 3)
26 n-2m 32 26 n—2m n-2m 32
Relatia (3) este echivalenta cu relatia
8_ n-2m 6 8_7n-16m _ 6
—> >2— S—>—F——>—.(4)
9 /m-3n 13 9 7"m-3n 13
Relatia (4) este echivalenta cu relatia
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8 7n-16m 6
Pentru prima data intre extremitatile relatiei exista un Intreg, mai exac numarul 2.
. /m-3n=2 _ ,
Sistemul are solutia n = 39 si m=17.
/n-16m=1

Sa demonstram ca anume aceste numere formeaza solutia problemei.
Din (2) avem n —2m > 0. Atunci, din (3) avem 7/m—-3n>1. (*)
Luind in consideratie (*) si (5) obtinem 7/n—16m=>1,iar 7m—-3n>2. (**)

Obtinemn =16-(7/m-3n)+7-(7n—-16m) >16-2+7-1=239.

Deci, n = 39 este minimal. In acest caz, din relatia 7m — 3n = 2 obtinem ca m = 17.
435 17 436

—— <= <—.
1000 39 100

Raspuns: 39.

7.4. Fie a, b, ¢ lungimile laturilor unui triunghi, iar r — raza cercului circumscris acestui triunghi.
Demonstrati ci avbc < I’(b+ C).

Solutie.

C

o . a+b
Se stie ca daca a,beR_, atunci vab < —
Fiind dat un triunghi inscris intr-un cerc se stie ca lungimea oricarei laturi este mai mica sau egala cu
diametrul cercului respectiv.

avbe < a(b2+ c) < 2r(b2+ c)_ r(b+c). (g.e.d.)




