A 58-a OLIMPIADA DE MATEMATICA A REPUBLICII MOLDOVA
Chisiniu, 28 februarie — 3 martie 2014
Clasa a VIlI-a, prima zi

Solutii la problemele 8.1 — 8.4

2 a—
8.1. Fie neN  si a= {n_'_Tns} , unde prin [X] s-a notat partea intreagd a numarului real X.
Determinati toate numerele naturale N pentru care numarul a este prim.
Solutie:
1) Daci n=2k, ke N", atunci
2 J—
a:[%} — [2k? +k—25]= 2k? +k—3= (k1) (2k +3).

Cum 2k+3>1si a i 1td ca k-1=1 = k=2 = n=4
S1 prlm,rezu a ca 2k+3:a a:7 a:7.

2) Daca n=2k+1 keN , atunci
a:{(2k+1)2+(2k+1)—5

> }:[2k2+3k—1,5]=2k2+3k—2=(2k—1)-(k+2).
2k-1=1 {kzl {n:B
=

Cum Kk+2>1 si a -prim, 1ta ca
S1 prim, rézulta ca {k+2:a a:3 a:3.

2 f—
Astfel, numarul a = {n%nﬂ este prim doar pentru n {3, 4}.

Raspuns: n {3, 4}.

8.2. Determinati toate numerele de trei cifre abc care verifica relatia
abc=(a+b+c)?+92a+2b+c.

Solutie:

Din relatia datd avem: abc=(a+b+c)?+92a+2b+c =8(a+b)=(a+b+c)’=
4-2(a+b)=(a+b+c)> =4-2(@a+b)=(a+b+c)>=2(a+b)=m?si 2<a+b<18=
a+be{2 8,18}

1) Fie a+b=2si (a+b+c)* =8(a+b) = (2+c)* =16. In acest caz avem:

a=2 a=2

1.1) {b=0 = 1b=0 = abc=202;
(2+c)*=16 |c=2
a=1 a=1

1.2) <b=1 —=<b=1=abc=112.
(2+c)2=16 |[c=2

2) Fie a+b=8si (a+b+c)*>=8(a+b) =8+c=8=c=0. In acest caz avem:
a=38 a=7 a=>o6

2.1) {b=0=abc=800;2.2) {b=1 = abc=710; 2.3) 1b=2 = abc=620; ...
c=0 c=0 c=0



Se obtin numerele: abc ={800; 710; 620; 530; 440; 350; 260, 170}.
3) Fie a+b=18si (a+b+c)? =8(a+b) = (18+c)? =144. n acest caz avem:
a=9 a=9
b=9 — b =9 -caz imposibil.
(18+c)2 =144 |c=-6
Rispuns: abc={202 112 800, 710; 620; 530; 440; 350; 260; 170} .
8.3. Fie triunghiul ascutitunghic ABC cu m (£ ABC ) =67°30". Punctul M, situat pe latura
(BC), este piciorul indltimii duse din varful A, astfel incat BC =AM -+/2 .
Demonstrati ca triunghiul ABC este isoscel.

Solutie:

Fie tm (£ ABC)=67°30" = . Ducem AD|| BC, AD=AM, ADNAB={E}.
Triunghiul DAM este dreptunghic isoscel si m (£ ADM) =m ( £ AMD) =45°.

Avem a=m(«DAB)=m (£/DAE)=m (£DEA) =m (£/BEM) . Rezulta AD = DE,
BM=EM.Cum DM =AM-+/2=BC=DE+EM=BM+AD=BM+CM, rezulti ci
AD=CM. Patrulaterul ADMC este paralelogram, de unde m(LACB) =45°, iar

m (£BAC) = a. Astfel, triunghiul ABC este isoscel. A
»

m

M C

8.4. Demonstrati, ci cel mai mare numar (element) al multimii A={xyz|x® +y® + 2% =3xyz}
divide suma tuturor elementelor multimii date.

Solutie:

Se aplica formula a® +b® +¢® —3abc=(a+b+c)(@® +b* +c® —ab—ac—bc) sau formula echvalenti

a® +b% +¢° —3abc=%(a+b+c)[(a—b)2 +(@a—0)2+(b—0)2| X +y*+2° =3xyz &

x*+y%+72° —3xyz=0:>%(x+y+z)[(x—y)2 +(x—12)? +(y—Z)2]=0<:>

& (X + erz)[(x—y)2 +(x—2)* +(y—z)2J:O.

Dar X+ Y+2 >0, de unde rezulta, ci (X—Y)* +(x—2)*+(y—2)>* =0 < x=y =2z =K, unde Keste 0
cifra nenula.

Deoarece X, Y, z sunt cifre avem: A={111, 222, 333...;999}.

Cel mai mare element al multimii A este 999.

Suma elementelor multimii A este:

S =111+222+333+...4+999=111- (1+2+3+...+9) =111- 45=4995= (999 5):999.
Deci, S =4995=(999-5):999.



